MODELSAT 2; MATEMATIK TIL LEREREKSAMEN

Forberedende materiale

Den individudle skriftlige prave i matematik vil tage udgangspunkt i fdgende materide:

En diskette med to regnearks-filer og en MathCad-fil.

Et notat "Simulering pa datamasking' med forklaring pa fileres indhold og
virkeméde (2 sider).

Et notat om induktionsbeviset (4 Sder).

Uddrag af bogen ,, Geometri” af 1b Axelsen; Gjdlerup & Gad, 1986 (3 sider).
Et uddrag fra,,Matematik i syvende’; Gyldenda, 1998 (2 sider).

arhw DdDE

Det skrevne materide medbringes il den skriftlige preve. Ogsa kopier af disketten kan medbringes,
men opgavernetil praven vil kunne besvares uden, a man ved selve praven har mulighed for at
benytte regneark eler MathCad.

Savel regnearkene som MathCad-arket kan desuden hentes pa adressen
http://mww.netby.net/Havnen/L ystbaade/M onk/examen2/
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Simulering pa datamaskine

En del of det forberedende materide besté af to regnearkfiler og en MathCadHfil. Det er kun
nadvendigt at arbejde med & af regnearkene eler med MathCad-arket.

Fadlesfor detre ark er, a de giver mulighed for at Smulere gentagne udferelser af eksperimentet
"Kast med tre terninger, og notér summen & gientalene'.

Om regnearkene
Regnearkfilerne er skrevet til regnearksprogrammerne Works og Excel. De to regneark bruges pa
lidt forskellige mader, som forklaret herunder.

Nér regnearket er indlaest, foretages en Ssmulering af et kast ved at trykke pa funktionstasten FO.
Holdes denne tast nedtrykket, vil smuleringerne blive foretaget i hurtig rakkef@ge, og det er derfor
muligt i 12bet af kort tid a foretage mange smuleringer af eksperimentet. Slippes F9 stopper
smuleringen, og man kan notere resulteter, skrive ud, fremstille diagrammer mv. Hvis man atter
trykker pa F9, fortsadtes den samme forsagsraekke, og det er sdedes muligt at iagttage, hvordan
fx frekvenserne for de enkdte udfald udvikler sg efterhanden som antallet af kast vokser.

Wor ks-regnear ket
Navnet paregnearket er TERNING3.WKS.

N&r regnearket indlaeses fra disketten, startes Smuleringen ved at kopiere celle B7 nedad til cellerne
B8, B9 og B10. Derved foretages smuleringen af farste kast. Funktionstasten F9 brugestil a
fortssdte smuleringen som forklaret ovenfor.

Regnearket kan ikke "nulstilles’, sden ny udferelse af en eksperimentrakke ma foretages ved, a
"sartarket" hentes frem pany, celle B7 kopieres osv. Det er derfor vigtigt, at man ikke gemmer
regnearket under samme navn, nar det har vagret i brug. Skulle det ske, kan arket hentes pa nettet.

Excel-regnearket
Navnet paregnearket er TRETERN.XLS.

Nar det dones, vil Windows maske sparge, om du vil dbne filen med dler uden makroer. Det er
nadvendigt a svare JA for at faarket til at virke efter hensigten.

Det er muligt, a der, ndr arket dbnes, fremkommer fagende fglmelding:

Microzoft Excel |

Der er en formel, der ikke kan beregnes. Der er cellereferencer i formlen, som refererer kil resultatet med en
citkulzzr reference, Du har Felgende muligheder:

& » Hvis den cirkulzsre reference er ukilsighet, skal du Klikke pd 0K, Microsaft Excel viser dek sasrkbai, du kan bruge kil
at rette Farmlen,
7 Klik p& knappen Hiselp For at F3 wderlige oplysninger, Klik p8 Annuller, bvis du vil Fartsastte med Farmlen, som den
Etr,

annuller Hijzlp

| sAfad ska man under Funktioner i menuen Indstillinger finde nedenstende diad ogboks ved at
trykke pa fanen Beregning:
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Indztillinger EH
Lotus 1-2-3 I Lisker I Diagrarmn I Farve
Wis { Bereqning R ediger I Standard
Eereqning
" Aukomatisk & Manuel

Berean nu (F97) |

" sukomatisk undkagen tabeller [ Gerberean, Far der gemmes
Bereqn ark. |

V¥ Gentagelse

Maks. antal gentagelser: |1

Projekkmappeindstilinger

—

Maksimal 22ndring:

¥ opdater Fjernreferencer
[ Prescision som wist
[ 1904-datosystem

V¥ Gem veerdier fra eksterne keader
¥ Accepter etiketter i formler

annuller

[ |

Sarg derefter for, a ale inddtillinger er ngjagtig som ovenfor.

Regnarket kan nuldtilles ved a klikke med musen pa"knappen’ med teksten Nultil.

Om MathCad-arket

Navnet pa matematikarket er 3terning.med

MathCad-arket er klar, sd snart det er dbnet. Man begynder med at vadge, hvor mange kast man
vil lade arket Smulere. Herefter smulerer MathCad hele serien pé én gang.
Resultatet af hvert enkelt kast i Smulationen kan sesi arketsfarste tabel. | den anden tabel er optalt
henholdsvis hyppighederne og frekvenserne af de enkelte udfald.

Hvis man vil lave en ny smulation, kan man fx gare det ved at klikke Sgind i det gule fdt og trykke

pa Fo.
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| nduktionsbeviset

Vi vil her beskrive en bevistype, der meget ofte anvendesi forbindelse med udsagn, som gedder for
dle naturlige ta, nemlig det sakddte induktionsbevis. Der er (udover bevisets generelle an-
vendelighed) flere grunde ttil, at dette bevis er interessant: Del's benytter det nogle meget vaesentlige
egenskaber ved de naturlige tal, og dels illustrerer det én af de mader, hvorpa matematiske
bestrasbelser of og til g& ud pa,,at gare det uenddlige enddligt”.

| déen bag beviset
For a forklare, hvad tankegangen i induktionsbeviset er, vil vi forestille os fagende Stuation:

Du stér overfor 10000 mennesker og har faet til opgave at afgare, om de alesammen bager briller!
Hvis du kan fa gje pa blot én uden briller, er opgaven salvfagelig lest, for nar bare der er én uden
briller, kan de jo ikke ale bage briller. Nu er 10000 mennesker temmelig mange, og problemet er,
at dle du kan se derfra, hvor du &, baaer briller. Sdvfdgdig er det muligt a gadleigennem fra
den ene ende (inspektion). Farste gang du ser en person uden briller, er du faadig, men hvisdle
faktisk baarer briller, ma man hele raskken igennem. Og hvis kun én er uden briller kan havhun vaae
den sSdste af de 10000. Alt i dt en temmelig stor opgave.

Safar duenlysidé Du beder de 10000 (som er meget lydige) tille Sig op pa en ragkke bag
hinanden pa en sddan made, at hvis en person baaer briller, skal den naeste person i ragkken
0gsa baae briller! (De ska med andre ord stille Sig op sdledes, at de der bager briller - hvad enten
det er ingen, nogle dler dle - & Sdst):

hvis denne sa vil ogsa
person bager  denne person
briller .......... bae briller.

Det snedige ved denne opdtilling er, & nu er det nok at se pa, om den farste person i ragkken
bager briller!

Hvis person nr. 1 ikke bagrer briller, er vi fagrdige. Hvis person nr. 1 bagrer briller, ved vi, a sa
baarer personen bag ved (nr. 2) ogsa briller. Men hvis person nr. 2 bageer briller, vil personen
bagved (nr. 3) ligeledes baare briller osv. Pa denne made kan vi dutte ostil, at hvis person nr. 1
bagrer briller, dabager dle briller. Vi kan dtsa bekradte pastanden (,bevise sadningen”) , Denne
person bagrer briller” om alle 10000 blot ved at kontrollere en enkelt.

Bemaak, at metoden ikke afhaanger af, hvor mange personer der er tale om. Den vil virke for 50,
10000, 1000000 personer. Ja, sagar hvis vi kunne foredtille os,, uenddligt mange” personer, ville
metoden stadig virke!

Bemagk ogsj, a der en stagrk lighed mellem den personraekke, vi her forestiller os og de naturlige
ta (i modsadining til de fleste andre talmaangder). Grundlaget for ovennaaynte opstilling er bl.a, at
der i raskken er et entydigt bestemt ferste element, som vi kan kontrollere. PA samme made har de
naturlige tal et entydigt bestemt ferste dement, nemlig tallet 1.
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Endvidere giver selve rakkeopstillingen den egenskab, at enhver person har en entydigt bestemt
efterfager - personen bagved. Pa samme méde har ethvert naturligt tal p en entydigt bestemt
efterfdger, nemlig talet p+1.

Det er disse egenskaber ved de naturlige tal, der ger, at ideen kan overferestil beviser for pastande
om maagden & naturlige tal, som eksemplerne herunder viser.

Eksempler
Vi vil demongtrere bevisets gang pato eksempler.

Eksempel 1
Bevis, a for ethvert naturligt tal n gedder formlen:
, _n(n+1(2n+1)

6

1 +2%+...+n

Bevis:

Fars viser vi, a formlen gedder for n = 1.

For n =1 er vendtre Side f lighedstegnet lig med tallet 12 = 1.
I{1+D) H(24+]) 123 _1

6 6
Altsa gedder formlen for n = 1.

Hgre sde bliver talet

Vi antager nu, a der findes et naturligt tal p, sdedes at formlen gadder for n = p, dvs. sdedes at
_ p(p+D(2p+1)

1 +2%+...+ p?
P 6

Vi vil s3undersege, om formlen under denne antagelse ogsa gadder for tallet p+1, dvs. sdledes at

2 b (e = (PP +D(2Ap+D)+1)

6
Ved a regne pa vensre side og bruge antagelsen f&r vi:

D(2p +1)
12+224+ +p2+ +12=(p)(p+ +(p+1)2
p~+(p+1) 5 (p+1
_2p°+3p°+p  6(p°+2p+])

6 6
_2p° +9p® +13p+6
6

Ved a regne pa hgjre side far vi:

(p+D((p+D)+D(2(p+1)+1) _ (p+)(p+2)(2p+3)
6 6

Modelsat nr. 2; Matematik til laerereksamen. .
Forberedende materiale. Forér 2000. Side5af 12



_(p*+3p+2)(2p+3
6

_ 2p° +9p° +13p+6 _ 414 det samme som far.
6
Vi har nuvigt, a hvis formlen gadder for et naturligt tdl p, s gedder den ogsa for det nesste

naurligetd p+1. Vi ved, a formlen gadder for n = 1. Den gadder derfor ogsa for tallet 1+1=2,
dermed for talet 2+1=3, osv. Altsa gedder formlen for dle naturligetal.

Eksempel 2
En rakke ta, hvor kvotienten mellem hvert tal og det foregdende er konstant, kaldes en
kvotientrakke. Hvisfarste tal i raskken er 1 og kvotienten betegnes g, er der tale om talraskken

1| ql qZ, q31 ey qn1 e
Summen & den farstetdl | dennerakkeer tallet 1+ q +q° +q° +...+ " ". Dettetal dukker

op i forskellige sammenhamnge, og det har derfor interesse at finde en formel, sa denne sum let kan
udregnes.

Bevisformlen

1+g+q* +’ +..+q" ' = q- 1,q1 1
g-1
ved induktion.
Bevis:
Farst undersager vi, om formlen gedder for n = 1. Daer venstre sde lig med 1, og hgjre Sde er
g-1_qg- 1_1

g-1 g-1

Altsa gedder formlen for n = 1.
Vi antager nu, a formlen gedder for et vist naturligt ta p, sdledes at
a-1

gq-1
Vi vil SAundersage, om formlen under denne antagelse gedder for talet p + 1, sdledes at
g"-1

g-1

1+g+q° +q° +..+q”* =

1+q+g° +g° +...+q° +q° =

Ved a regne pa vendre side af lighedstegnet og benytte antagel sen, far vi
q°-1

1+q+q°+q’+..+q” +g° =
g-1

qp
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Vi har derfor, at hvis formlen gedder for et vist naturligt tal, s gedder den ogsa for det naeste
naturlige td.

Davi ved formlen gadder for n = 1, vil den ogsa gadde for n = 2, dermed for n =3, n =4 osv.
Altsa gadder formlen for ethvert naturligt tal n.

Modelsat nr. 2; Matematik til laerereksamen.

Forberedende materiale. Forér 2000. Side7 af 12



Uddrag fra, Geometri” af Ib Axelsen

Trekanter
| forbindelse med trekanter har man givet navne til bestemte liniestykker:
C C C
/\ A\ __h
A M B A D B A H B

Liniestykket, der forbinder en vinkelspids med midtpunktet af den modstéende side, kaldesen
median. Tilsvarende er vinkelhalveringslinien det liniestykke CD, der haverer vinklen, og hgjden
CH stér vinkelret pa den modstdende side.

Vi vil definere kongruens &f to trekanter. Trekanterne ABC og A'B'C' kaldes kongruente, n&r
sderne og vinklerne parvis er lige stores

C C’
AAB A'A Br

Nér trekanterne er kongruente, skriver vi DABC @DA'B'C'. To kongruente trekanter kan bringes
til at daskke hinanden. Ved praktisk anvendese af geometri er Situationen ofte den, at der foreligger
en geometrisk figur, hvor man maer nogle af dens dele, hvorefter figuren kan rekonstrueres. Man
foretager f.eks. en opmaling af en stue, hvorefter et vaag-il-vaay tagope klippes til. Man ma sa hdbe,
at der er nok oplysninger til, at tagopet konstrueres, s det er »kongruent« med gulvet og kommer til
at passe.

Vi vil undersage, hvad der skd til for at sikre, at trekanter er kongruente. En trekant har tre Sider og
tre vinkler. Disse omtales som trekantens stykker.
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Ofte gadder, at hvistre tilsvarende stykker i to trekanter er lige store, er trekanterne kongruente.

Der gadder:

To trekanter ABC og A'B'C' har tre stykker lige store.

VI

Alletre Sder:
Trekanterne er kongruente.

En vinkd og de hodiggende sder:
Trekanterne er kongruente.

En vinke, en hodiggende og den modstaende side;
Trekanterne er ikke nadvendigvis kongruente.

En sde og de to hodiggende vinkler:
Trekanterne er kongruente.

En sde, en hodiggende og den modstdende vinkel:
Trekanterne er kongruente.

Alletrevinkler:
Trekanterne behgver pdingen made veae /@\

kongruente.
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| hvert &f tilfeddene ser vi pakonstruktion af en trekant ud fra de tre stykker. Derved ser vi
pastandenes rigtighed, idet trekanteme er kongruente, hvis trekanten kun kan se ud pa én méde.

Tilfedde
Det farste liniestykke afsadtes, og ud fra endepunkterne *
tegnes cirkler med de to andre liniestykker som redius: /N

Den fremkomne trekant har de givne liniestykker som sider, N
og den kan ikke se anderledes ud. £ N

Tilfaddelll:

Ud ad benene pa den givne vinkel afsxtes de
givne liniestykker:

Trekanten kan kun se ud pa én méde.

Tilfadde l1:
Ud ad det ene ben pa den givne vinkel afsadtes den
hodiggende sde:

Med det fremkomne punkt som centrum tegnes en cirkel, hvisradius er lig med den modstaende
side. Det s, at der kan vaare to muligheder, sa trekanterne er ikke ngdvendigvis kongruente.

Tilfadde IV:
Ud fraendepunkterne af den givne side afsadtes de

\\ P
. . e
hodiggende vinkler: 7
- L

Tilfadde V:
Davinkdsummen i en trekant er 180°, er den Sdste vinkd bestemt.
Demed svarer det til tilfadde V.

Tilfadde VI:

Trekanterne er ensvinklede. Vi kan vadge en side & vilkarlig lamgde og af sate de to hodiggende
vinkler. Dermed passer den sidste vinkel ogsd. Trekanterne kan atsa se ud pa mange méder. At
kende dletre vinkler i en trekant svarer i virkdigheden til kun a kende to af stykkerne, da
vinkelsummen dtid er 180°.
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Uddrag fra,, Matematik i syvende”

REGN | HOVEDET 51

JOB 42
KVADRATTAL

Mar rman skal regre gangestykker | hovedet, kan det vaare
an hjzelp, hvis man kender kvadrattallens,

Da 3 farste kvadrattal er:

—

| . -
1 < a

Q- Find o tegn de naeste ? kvadrattal.
# Hvorfor kaldes disse tal for kvadrattal?

Kvadrattallzne kan skrives pd en sarig méade.
Fx kan 9 skrives som 3
¥ betyder 3 - 3 og siges: “Trei anden”.

IUdirykket 3* kaldes tor en potens.

Der gazlder altsd, at
3-3=9
0 + Hvad betyder 77
* Hyordan kan man ogsé skrive 8 - 87

. Find de 10 farste kvadratial, og skriv dem i en tabsl
50m wist herunder.

1 2 3 4
Gangestykke 1 2.2 3-3
Potens 14 # F#
Kyacdrattal 1 4 i
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Herunder ses en tegning af st kvadrat pd 17 « 17 tern,
arealet er altsA kvadrattallet 177

Kwadratet er delt op, sa det bliver latters at reagne ud,
fwilket tal 17° er.

'ﬂ * Brug tegningen herover, og skriv et regneudtryk,
der viser, tvordan 172 (10 + 7F kan regres ud.
= Lav en tilsvarende tegning for 15° (10 + 5)° |, skriv &t
regneudiryk, og beregn 15°.
* Prov mead 247,

Tegningen herunder viser kvadrattallet (10 - 21,

ﬂ * Hvordan plejar man at skrive kvadrattallat (10 - 2)*7
= Forklar vha. tegningen, hvorfor
(10-2¢ =10° -2 -10-2 - 10+ 2°
* Barsgn pd sammea méde (100 - 32,
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52 REGN | HOVEDET

0 1 2 3 4 5 B ! i g
o 0 -‘I___t’. i "EI 16
10 100 121 144 1649 324 aa=
20 400 441 4584 328 625 Gve Tan e
a0 aco kil 1024 1058 1206
40 1800
50 —

Harover ses an kvadrattabal, hvar en del af falterns er
ughyldt. | mbellen kan man leesa, at

307 = 900

33 = 1089

0 EBrug koplark 22, og udfyld restan af tabellen uden at
bruge lemmeragnar,

€ Ams i tabalian vaardien af
are
T

€ G4 pi opdagelze | kvadrattabellen,
* Hvad er forskellan mellem
1* og 2°7
5% o 627
A9° ag BIFT

* Kan du finda forskellen pé 1(]:1‘:-.'14_] ‘.n?!-sl.-rlen at reqne
102° og 103% ud? 1 3 & 7 9 1 13

# Hvilke ligheder er der mellem kvadrattzllens | samme
sajle?
€ Brug tegningen horover U al beregne
143
*1+3+35
#1+3+5+74+9+ 11413

= Huorfor kan ot tal, der ander pi 8, ke vaors
at kvadrattal?

D Forllar, hvordan man vha, kvadrattal kan eregne
o142 4+34+ .+
=1 +2+3+...+889
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