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Efter i flere & at have tumlet med idéen om at lade nogle 1.
argangstuderende arbejde med musik og matematik fik jeg i
1996/97 mulighed for at realisere projektet. Jeg fik timer til
et udviklingsarbg de inden for den praktisk-musiske dimen-
sion, vi fik en handfuld studerende der interesserede sig for
emnet (hvor jeg kendte nogle af dem i forvejen), og i Folke-
skolen blev trykt en artikel der fortalte om et samarbejde
mellem matematik og musik med hensyn til bregker, som
blev den udlgsende faktor.

Dette produkt er det ene af de to der kom ud af mit samar-
bejde med de studerende. Selv om indholdet er de studeren-
des har jeg under arbegjdet med denne rapport ikke helt
kunne lade vaare med at aandre nogle mindre detaljer.

Af min kritik fremgik det at det ikke er paradoksalt at
YaY=Ys (men maske er det et paradoks, at der er nogen der
synes det), at de store regnearbejder der naarnesikke er
store nar det hele ligger i et regneark, og at der ikke ngd-
vendig vis er forskel paen rekursiv (implicit) og en ekspo-
nentiel funktion. Forskellen ligger mellem en rekursiv
(implicit) og en eksplicit funktion.,

Endelig ma jeg neevne at ingen af de to kvinder havde
salige forudsagninger i matematik og musik. Besvarelsen
er sdledes et udtryk for hvad man med god ret kan forvente
af nogle 1. argangsstuderende i matematik.
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Formal stk. 2. "Undervisningen tilrettel aegges, sa eleverne opbygger matematisk
viden og kunnen ud fra egne forudsagninger. Selvstaandigt og i fadlesskab skal
gleverne erfare, at matematik bade er et redskab til problemlasning og et
kreativt fag. Undervisningen skal give eleverne mulighed for indlevelse og
fremme deres fantasi og nysgerrighed."*

Emnebegrundelse.

Vi har i vores matematik speciale valgt at beskadtige os med et emne, som kunne
kaldes: musik set med matematiske gjne, €ller matematik set med musiske gjne.
"Matematik er overalt"? Med dettei mente tamktevi, at der métte vaare mange
muligheder i et sddant emne.

Vi tog udgangspunkt i en artikel, vi havde laest i "Folkeskolen™(Nr. 44, 1996).
Artiklen handlede om et tvaafagligt forlgb mellem matematik og musik og var
skrevet og udarbejdet af Lene Christensen (formand for dansk matematiklaaer

YFaghadtet

2JF. Lisser Ejersbo: , Matematik er ingen kunst”
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forening) og Joachim Bang. Artiklen beskrev et UV-forlgb for 6.-7. klasse,
hvori man blandede arbejdet med geometriske figurer, brgker og musik og vi
bedluttede, at afpreve ideen selv i vores praktik. Her var der blot den forskel, at
vi kulle ud i en 2. klasse, men det gjorde det absolut ikke mindre interessant.

Forlgbet er beskrevet i ferste del af denne opgave. Anden del vil bl.a. indeholde
fordag til videre arbejde med "kulerte brgker" og andre ideer til, hvordan man
kan kombinere matematik og musik. Men farst vil der komme nogle generelle
fag-didaktiske overvgelser samt paadagogisk-psykologiske overvejelser.
Desudenvil hvert afsnit vagre efterful gt af nogle, for opgaverne, mere specifikke
fag-didaktiske overvejelser.

Generelle fag-didaktiske overvejelser for hele opgaven.

» "Praktisk/Musisk dimension er ikke blot et spargsmad om aktiviteter, men et
spergsmal om at styrke de aestetiske, musiske, kreative, praktiske og teoretiske
sider af elevensevner og anlagy, sdde virker sammen, ndr eleven skal tilegne sig
feardigheder og viden."

e Praktisk/Musisk dimension ses sledes som en udvidet forstéelse af elevens
made at lagre p4, derfor skal der vaare variation i lagingsformer, dvs. hensyns-
tagen til kropdig bevagelse, praktisk fremstillingsform, visuelle og konkrete
formidlinger.*

* Gennem tvaafaglighed f&r eleverne lgjlighed til at opleve matematikkens rolle
i bredere sammenhaange.

* "I den intense undervisningssituation bliver vi ngdt til ubesvaget a kunne
associere til andre begrebsdannelser. Ofte lukker elevens forstaelse sig op pa
grund af en lykkelig sammenligning med at andet stofomrade. En sadan
sammenligning kalder vi metaforisk, og netop i metaforen har vi en mulighed

3Faktor 2, Lagerens handbog

“JF. Faktor 2, Lagerens handbog
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for at kortslutteto forstael sesomrader, sddet forstaedelaner Snforstéel setil det
uforstéede."®

¢ "Enandenformforindholdsvalg haanger sammen med kravet om at gennemfare
endifferentieret undervisning, der tager udgangspunkt i den enkelte elevs behov
og forudsagninger."®

CKE:

* Ved behandling af emner paforskellige abstraktions niveauer og ved anvendelse
af forskellige arbejdsmetoder, far eleven, dene dler i samarbejde, mulighed for
at udvikle viden og kunnen.

* Eleverne ska opna et handleredskab over for problemer, der ikke er af
rutinemaessig art, og de skal vagrefortrolige med eksperimenterende arbejdsfor-
mer.

¢ Undersagel ser, systematiseringer og rassonnementer er bagrende for opbygning
af matematisk viden og kunnen.

e Matematisk kunnen far en ny dimension nar lommeregner og edb indgar som
amindelige hjadpemidler.

De nasste par citater - overvejelser vedrarer undervisningsmateriaer:

¢ "Hvis man vil fremstille et undervisningsmateriae eller planlagyge et undervis-
ningsforlab, sdledes at dle kan ga i gang med det og gennemfare det uden
besvaa, sa vil man let komme til at lave noget, hvor der ikke finder nogen
lazing sted, kun beskadtigelse. Hvis man ikke er nedt til at tamke, at keampe,

®Peter Bastian: , Den fremragende undervisning...”

SFaghadtet s. 21
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lagrer man intet."’

"Det er eleven, der skal handle, det er eleven, der pabaggrund af en undren, skal
blive nysgerrig og falyst til at erhverve sig en viden.".....Derfor bliver lagrerens
opgave: "..at finde noget matematik, som bade er vigtigt, har relevans for
eleverne, engagerer dem falelsesmasssigt og gerne indeholder kreeative
elementer."® Undervisningsmaterialer skal vaare meningsfuldt knyttet til elevens
hverdag, derved bliver indlaaingseffekten meget starre.®

Pasdagoqisk- psykologiske overvejelser.

* "Erkendelse handler om sansning, oplevelse og felelse."*°

¢ "Det enkelte barn opbygger selv sn viden og kunnen - konstruerer salv sn

virkelighed. P& baggrund af egne oplevelser og erfaringer."*

"Eleven skal salv vaae aktiv pA mange mader. Bern tamker med hele kroppen
0g sidder alt for meget ned i skolen. Her starter man ofte med at laaefarst med
hovedet og maske kommer kroppen siden hen med. Barn laarer omvendt, farst
med krop og haander og sa hovedet, det er grundlaget for dets udvikling."*

"Praktiske eksempler har betydning for, hvor godt vi husker og forstar noget.
Eleven ger tarige erfaringer, nar der arbejdes med konkrete materialer, disse
erfaringer kan sa bevidstgeres i sproget. Det tate sprog, forestillingsevnen,

"Viggo Hartz: ,, At stile krav til eleverne.”

8 jsser Ejersho: ,,Matematik er ingen kungt.”

%L isser Ejersbo: ,, Personlig laaing...” s. 10

19 jeld Fredens: , Matematikkens verdensbilleder.”
Mpovl Hansen: , Om at undervisei matematik.”

12| jsser Ejersbo: , Personlig laging...”
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evnen til rationel og logisk taankning, bygger pa kropsbevidsthed."*?

¢ "De grundliagggende kundskaber og faadigheder laarer barnet i klassegruppen,
I den sociale sammenhaang. Derefter lager barnet sig at laese gennem sit eget
arbede, dvs. i enindividuel eller psykologisk sammenhaang."** Alts3, farst den
sociadle situation, sa den individuelle.

UV-folgb i 2.kl. " Kulgrte brgker" .

Formal:

Vores primage ma med dette UV-forlab var at forberede elevernetil brakregning.
Ifelge TIMSS undersagel sen er de danske barn generelt darligetil at regne med
braker (bilagnr.1 og 2 - resultaterne fra TIM SS undersagel sen, der ikke er med
som bilag i denne udgave; Steen). Som Lene Christensen udtrykte det, da vi
talte med hende: "Det kan ikke blive vaare!" Det kunne tyde pa, at den
traditionelle undervisning et eller andet sted har en mangel eler er déet helt fejl.
Derfor skal der eksperimenteres noget mere og det er baggrunden for "Kularte
breker."

| faghadftet under faglig-paadagogiske omrader vil man kunne lasse sig til, at mange
larere har erfaret, at man ofte kan tegne sig igennem et problem, som en elev
ikke forstér. F.eks. at en halv er det samme som to fjerdedele. Tegningen skal
vage en mulig reprassentationsform for dle elever, og kan endda taankes, at
vage den der huskes af nogle elever, og som giver handlekompetence pa det
abstrakte plan, i resten af deresliv.

Paradokset at ¥4 + ¥4 = %2 og ikke som man kunne antage 2/8, imadekommes
gennem det sansede, og bevirker at teorien bliver mere nsavagende. Barge
Rasmussen siger: ,, Gennem leg kan du lagre dlt det skanne, dt det svaae”, med
andre ord: Leg stimulerer indlagingen.

13poyl Hansen: ,Om at undervise i matematik.”

“Mogens Hansen: , Intelligens.” s. 139 (Vygotskij)
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Derudover indeholder forl gbet gode differentieringsmuligheder, eleverne ender op
med et selvlavet produkt og der indgar motoriske og kreative aktiviteter.
»Motorisk aktivitet og kompetence gger social aktivitet, det sproglige fadles-
skab og den intellektuelle udfoldelse, fordi personen f& mere"mod palivet".”*

| ntr oduktion.

Far vi kunne gai gang med den egentlige opgave, at lave kularte brgker, og for at
have et fadles sprog, var det ngdvendigt at bernene fik kendskab til begreber
som: kvadrat, rektangel og trekant, diagonal, sgjle og rakke, fordobling og
halvering, hel, halv og kvart. Nogle af disse begreber var bgrnene alerede
bekendte med og andre (diagonal, sgjle og ra&kke) havde vi arbejdet med i
ugerne forinden (i forbindelse med et bingospil, ©Steen Grode). De resterende
begreber (kvadrat, rektangel, hel, halv og kvart) fik vi sat papladsvha. fglgende
opgaver:

1. En dialog med bgrnene om rektangler og kvadrater, om hvilken forskel der er
padeto firkanter og om, hvordan vi med sikkerhed kan fastsld om en firkant er
kvadratisk eller rektangulaa. | forlaangelse af dialogen fik bagrnene en opgave,
hvor de skulle bestemme om forskellige firkanter var rektangler eller kvadrater.

2. Uden naarmere introduktion, blev fggende opgave omdelt:
Del opi 4 lige store stykker.

®Mogens Hansen: , Intelligens.” s. 154
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Brug reekker Brug sgjler

Brug diagonaler Brug kvadrater

Klip ud og saml et kvadrat.

Efterfelgende blev opgaven gennemgaet ved tavlen, og vi snakkede om de nye
figurer, kvadraterne nu var inddelt i (rektangler, kvadrater og trekanter), og
undersggte deres indbyrdes forhold. For eksempel fandt vi ud af, at ligegyldigt
hvilken figur vi sd pa, sa udgjorde den en kvart af det oprindelige "hele"
kvadrat.
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Barnene var herefter oppe og tegne de forskellige Iasninger til pusespillet, og
opdagede at flere af kombinationerne var de samme, blot spejlet eller drejet.

Nu mentevi, at eleverne gennemvoresforberedende arbgde, var i stand til at svare
pa spargsmal som:

Hvor mange forskellige mader kan vi danne en hel pd, underforstdet at vi
udelukkende benytter os af hele, halve og kvarte?

"Hvad mangler"? Kunne vi ogsafa svar pg, nar vi lavede enillustration patavien
af en ufuldsteendig takt (4/4).
Kulgrte brgker.

Malgruppe: 2.klasse.

Materialer: A2-papir, kvadratisk telefonblokpapir i 6 forskellige farver, lim, saks,
linedl, tusch.

Der arbejdes to oq to.

1. Introduktion til forlgbet. Hvad skal vi lave? Hvad skal vi bruge det til?

2. A2 papir omdeles og opgaven hedder: Inddel papiret i 4x4 lige store stykker. Vi
skitserede resultatet pa tavlen, men bgrnene métte selv finde frem til en egnet
metode. Alt efter evne |gste eleverne problemet enten ved hjadp af lineal eller
ved at bukke papiret.

3. Blokpapiret omdeltes og bgrnene halverede eller inddelte i kvarte og satte
figurerne ind, sd at summen i hvert fet var lig en hel. Flere bern delte igen de
kvartei ottendedele, og udviste stor interesse for, hvad der skete nar manigen
halverede disse.

4. Resultaterne var flotte at se pa (se bilag 3) og mange var symmetriske i deres
opbygning. Vi haagte rytmesatserne op patavlen og introducerede til, hvordan
disse kunne klappes. Hvis "en hd" varer 4 dag, hvor mange slag varer sa"en
halv'? - og "en kvart"?
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5. Ved a klappe rytmerne oplevede barnene, hvordan matematikken blev til
musik. Vi prevede ogsa at dele klassen i to og klappe satserne parallelt, dette
kraevede stor koncentration.

Forlabet var meget tilfredsstillende for alle deltagende og vi forlod klassen med
den overbevisning, at barnene havde flyttet sig og vi havde néet vores mal.

Didaktiske overvejelser:

| matematik faghaeftets laeseplan for 1.-3. klasse bliver der lagt vaagt pa

¢ At eleverne benytter forskellige udtryksformer i arbejdet og inddrager sanserne,
kroppen og sproget. (Dette punkt vil ogsa vaare geddende for " Stamp og tegnen
fedlesnaarner™).

* At eleverne arbgder i meningsfyldte sammenhaange med indsamling og ordning
af ting efter form, starrel se og andre egenskaber.

¢ At man gennem beskadtigel se med begreber som "at fordoble" og "at halvere'
kan forberede arbejde med multiplikation og division.

Fordlag til videre arbegde med " kulgrte brgker" .

Alt efter klassetrin, kan man arbejde med brgker ned til 1/8 og 1/16, n&r man laver
brakpartituret. Eventuelt kan man ogsa bruge flere farver, hvor hver farve
reprassenterer en tone.

Ideen er, at man nu skriver sit partitur ind i et koordinatsystem med tonerne ud af
y-aksen og tiden (tonens vaadi) ud af x-aksen.
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Eksempel paen takt:

Dette koordinatsystem, kan man skrive ind i et computer-musikprogram f.eks.
"Musicator".

Jone

N g o D

— g$
EEEREE R

Programmet kan oversadte koordinatsystemet til amindeligt nodesystem og spille
musikken for begrnene.

| koordinatsystemet kan man ogsa lave spejlvendinger og krebsevendinger og pa
den made vil ny symmetrisk musik opsta.

Der er ogsa mulighed for at permutere, altsa at lave symmetriske omvendinger af
elementerne i en takt, og pa den made at skabe nye rakkefglger af tonerne.
Dette kan ogsa gares med takterne som elementer.

Far man starter, skal man give elementerne forskellige talnavne, og bytte om pa
raskkefglgen, sdledes at intet element star pa"egen plads’ (f.eks. ma 2. element
ikke sta pa 2. plads).

Det er netop denne raskkefglge, man gar ud fraved hver permutation.
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Eksempel pé takten ovenfor:

De 7 elementer i takten far numre fra 1-7. Disse byttes om, som far beskrevet og
farste rackke kommer til at sesdledesud: 3-7-2-5-6-1-4

Rakken skal nu laeses péa fglgende méde:

Rakkens3. element=2 7.element=4 2. element=7 osv.
Pa denne made opstar den nye, og de efterf @l gende raskker.
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Der er utallige andre mader, at lave ombytning af elementer pa, og bernene kan nu
sdlv finde andre metoder til at sandre deres musik pa og vil, forudsat at de er
engageredei projektet, benytte g af matematikkentil at udvikle ny musik - nye
ideer.

Didaktiske overve eser:

| faghadtets laeseplan for 3.-7. klasse arbejdes der bl.a. med:
¢ Koordinatsystemet, herunder sammenhaangen mellem tal og tegninger.
e Tallenesordning og talinjen.

Stamp oqg tegn en fadlesnaevner.
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Nedenstéende eksempel pa en mulig made at finde frem til en fadlesnaavner p3,
kunne foregtilles at blive brugt pa et begyndende stadium i tillaaingen af
brekregning. En idé til, hvordan barnet bade kan fale, here og se, hvordan og
hvorndr man finder en fadlesnaavner, som jo bruges, nar vi skal lave plus og
minus brakstykker.

Man tager udgangspunkt i legen "stamp en fadlesnaavner”, som formentlig vil virke
som en positiv, social og anderledes méde at lagre pa

Man vadger eksempelvis tre forskellige tal, som man gnsker at finde fadles-
naevneren for.

Vores eksempel her, vil drgje sig om talene 3-4-6 og netop disse tal, har som
fedlesneaner tallet 12. Barnene vil sai grupper, hver fatildelt et af tallene og
de starter dle samtidig med at trampe pa saget 1. Hver enkel elev tadler
(tramper) sig s opefter til han/hun rammer sit tal og starter derefter forfraindtil
dle rammer daget 1 igen samtidig. Dette vil vaae den ferste fadlesnaavner vi
steder pa

Eksemplet her kan ogsa tegnes, som en grafisk afbildning:

3

4
b

Gennem denne tegning kan bernene nu se "legen” foran sig og vil opdage, at der
fra det midterste dag vil fremkomme en symmetrisk spejling. Man behaver
svfagelig ikke nadvendigvis at stoppe tegningen ved slaget 12, for praver
man at tage flere slag med, vil der dukke flere og sterre fadlesnaa/nere op. Det
eneste der kunne blive en ulempe ville vage, at tegningen kom til at blive sa
lang, at den ville virke uoverskuelig.

Barnene kan nu preve at lave samme opstilling for nogle andre tal, de gnsker at
finde fadlesnaarneren for og man kan sa derudover knytte nogle supplerende
spgrgsmd som:

Hvornér finder vi den ferste fadlesnaavner for f.eks. to ud af de eventudlefiretal,
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der nu har vaaet arbejdet med?

Findes der andre fadlesnaavnere for de ssmmetal?

Dette kan ogsa preves, ved at se patre af tallene.

Didaktiske overve eser:

| Faghadtetes laeseplan for 3.-7. klasse gadder felgende:

e At braokbegrebet skal udvide elevernes taforstaelse samtidig med at en
feardighed i regning med breker opnas.

* At eleverne skal stifte bekendtskab med metoder til at registrere og skabe
overblik over resultater af undersggel ser.

M ozarts menuet og triokomposition.

Ude pa nettet kan man finde et spil, hvor man kan komponere sin egen menuet.
Mozart har komponeret en menuet, der er noget speciel, idet at den er lavet med
henblik pa at kunne kombineres pa mange forskellige mader. Ved at klippe ale
takterne fra hinanden og sadte dem sammen igen pa en ny made, far vi sdledes en
ny menuet.

Spillets regler er smple; En menuet bestar af et menuetstykke der gentages, et
triostykke og igen et menuetstykke, atsa: AABA. Menuetten laves ved hjedp af et
skema, hvor taktnummeret vises horisontalt og terningekastet vertikalt (se bilag 4;
bilaget er ikke med i denne udgave findes pa internet, Seen) og af to sekssidede
terninger til A-stykket og af entil B-stykket. | koordinaterne finder man takter, der
har den egenskab at vage tilpasset den forgéende og efterfalgende taktraekke, i
henhold til datidens harmoniske regler. Det sikrer et rimeligt harmonisk resultat.
Man "da" dtsa en menuet og bagefter kan man fodre oplysningerne ind i
programmet og hare resultatet.

Der er mange matematiske spargsmal, man kunne knytte til dette arbejde:
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Hvor mange forskellige melodier er det muligt at lavei at?
Her kan man preve, at finde en algoritme der passer: Problemlgsning og kom-
binatorik.

Giv et bud pa, hvor mange | tror der kan lavesi alt!
Kan man lave en melodi for hvert menneske pé jorden?
Overdagsberegning og problemlasning.

Hvor lang tid vil det tage at spille alle melodier, hvis hver varede 1/2 minut?
Probleml gsning og regnegvel se.

Nar mandar med to terninger, har dletakter s3 samme chancefor at blive "valgt"?
Hvilket dlag fremkommer oftest?

Her kunne man regne dle dagenes sandsynlighed ud og lave et statistisk
observationssad over klassens menuetter. Disse kan indtegnesi et sgjlediagram og
sammenholdes med de faktiske sandsynligheder.

Hvis mani stedet d& med en 12-sidet terning og & dle etterne om, ville det mon
vage en god ide?

Hvad hvis man dog ettere i al evighed - er det muligt?

Sandsynlighedsregning.

Var Mozart klar over, at nogle takter fremkommer oftere end andre? Var
sandsynlighedsregning tilstraskkeligt udviklet dengang?
Historiske og kulturelle perspektiver.

Didaktiske overve eser:

Forlgbet lever op til CKF's krav om, at eleverne skal udvikle feardigheder i:
At anvende og vurdere statistik.
At forholde sig til sandsynligheder.

* At bruge grafiske fremstillinger.

Y dermere er der historiske og kulturelle perspektiver og brug af edb i forl gbet.
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Kvintcirklen.

Cirklen nedenfor kaldes en kvintcirkel. 1 den finder man ale dur og mol-
tonearterne, dur pa ydersiden og mol paindersiden.

Nogle toner paklaveret har to navne og alt efter hvilken toneart man vedger, skal
man bruge *-navnet som er p& hgjre side af C|rklen eIIer -navnet pa venstre side.
Nederst i cirklen maman vadge enten at bruge * dler ® tonearten.

Opgave:

Udfyld cirklen og ger rede for det system du brugte!

Findes der andre systemer? | sa fald hvilke?

En durskala bestér af 8 toner. Den ferste kaldes grundtonen. Den ottende tone
kaldes oktaven og er den samme som grundtonen, men har en lysereklang. En C-
durskala har grundtonen C. Pa et klaver bestar C-durskalaen af alle de hvide
tangenter, fra C til det nasste C oktaven over.

Opgave:

Skriv dletonernei en C-durskalal

En A-durskala bestdr af tonerne: A-H-C*-D-E-F-G™-A.

Hvad hedder tonernei en G-durskala?
Hvad er systemet i opbygningen af en dur-skala?

En A-molskala bestér ogsa af alle de hvide tangenter, her er grundtonen bare A.

Find systemet for molskalaen!
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Det vil vagre en stor hjadp, hvis barnene kunne prove at spille skalaerne og dermed
falglighed til at here forskellene.

Didaktiske overve eser:

Hovedtanken med disseopgaver er, at barnene skal |laxeat konstruere matematiske
modeller, at de skal taanke over sammenhamge og rakkefalge af elementer og
arbejde med problemlagsning. Desuden lagrer de her ogsa musikteori.

Det Pythagor easke tonesystem.

Pythagoras af Samosi Grakenland, levedei & 582-507 f.kr., og var matematiker
og filosof.

Pahanstid mente man, at universet var bundet sammen af matematiske og musiske
principper og derfor ogsa, at alting kan udtrykkes gennem matematikken. Tallene
var udtryk for universel harmoni og blev opfattet som verdens byggesten.
Musikken kunne derfor ogsa udtrykkes ved tal. De fuldkomne tal 1,2,3,4 (ogsa
kaldet tetraktys) der har summen 10 (som ansas for specielt fuldkomment), blev
brugt som basis for alle harmoniske forhold.

Pa dette grundlag skabte Pythagoras den farste matematiske model over forholdet
mellemforskellige tonehgjder og en strengs laagde. Dette tonesystem, eller denne
skala, blev grundlaget for vore dages tonesystem; det tempererede system.

Til beregning af skalaen brugte man en monokord, et instrument med en streng.
For nemheds skyld, bruger vi vore dagestonenavnetil at beskrive tonerne: C-D-E-
F-G-A-H-C'.

Den tone der fremkommer ved at da den |gse streng an, kalder vi C og det antal
svingninger der fremkommer, satte Pythagoras til 1 ( dette er det nemmeste
udgangspunkt, rent matematisk og samtidig det farste af de fuldkomne tal).

Ved at halvere strengens laangde: %2 ((igen bruges et fuldkomment tal: 2), fandt han
tonen en oktav over C, kaldet C". | det 17. &hundrede fandt man ud af, at tonens
hgjde er omvendt proportional med strengens laengde, derfor ved vi at tonen C’
svinger med 2/1. Dette kan evt. illustreresved eksemplet: Arbejdere og arbejdstid;
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Jo flere arbejdere, des kortere arbejdstid.

Hvisvi deler strengeni 3 dele, finder vi G™ ved 1/3. Da denne svinger med 3/1 kan
Vi se, a den, da svingningstalet er starre end C’, ligger udenfor oktaven. Vi vil
kun interessere os for de toner, der ligger imellem C og C’, og ganger derfor 3/1
med Y4 for at finde G. Svingningstallet bliver her 3/2.

Det naeste skridt ville naturligt vaare at dele strengen i 4, men davville vi fa ¥ af
strengens laangde og dermed 4/1 i svingningstal.

SP@RGSMAL : Men hvorfor kan vi ikke bruge denne udregning til sarlig meget?

SVAR: Jo, hvis man regner lidt pa det, finder man ud af, at denne tone ogsa er et
C, bare to oktaver hgjere; altsa C™".
SP@RGSMAL: Har | nogle fordag til, hvordan vi si kunne finde en ny tone?

SVAR: Det Pythagoras ger, er at gange Gs svingningstal med sig selv, for sdledes
at finde den tone der ligger enkvint over G. (Husk paat 2/3 er udtryk for forholdet
mellem to toner og at dette forhold kaldes en kvint).

SPPRGSMAL : Hvilken tone finder vi ? Hvad er dennes svingningstal? Ligger den
inden for C og C’? Hvis ikke, hvordan finder vi sa den tone der gar? Hvad er
denne tones svingningstal ?

SVAR: Tonenvi finder er D, somligger udenfor skalaen. Den har svingningstallet
3/2 ¢ 3/2=9/4. Vi finder D, ved at gange med Y2 og far svingningstallet 9/8.

Med disse oplysninger skulle eleverne kunne regne resten af skalaen ud, men der
opstér et problem. Da kvinten til H er F* og, hvis man regner videre, s& finder vi
forst F efter at have fundet C*-G"-D*-A”, hvilket er et temmelig stort regnearbejde.

SP@RGSMAL : Kunne man beregne F pa en anden made?

SVAR: Ja, for vi kender kvinten til F, som er C" og kan finde F ved at dividere 2
(svingningstallet for C) med 2/3, hvilket giver 4/3.

Den faadige skala ser sddan ud:
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Q

C D E F G A H
1 9/8 81/64 4/3 32 27/16 243/128 2

Med en scae-converter (altsa en skala-konverterer der kan programmeres til at
sille forskellige skalaer), en computer og et keyboard kan man here resultatet og
forsgge sig med at lave musik "pa gammeldags maner". Men der er stadig masser
af matematik, man kunnetagefat i.

En del mere kompliceret, men ogsd meget spaandende, er det at undersage de
problemer, der opstér i det Pythagorad ske tonesystem:

¢ Det farste problem er, at heltonens forhold 9/8 og halvtonens forhold 256/243
(forholdet mellem E og F = 4/3 : 81/64 = 4/3 « 64/81 = 256/243) ikke stemmer
overens. Det vil sige, at to halv-toner er mindre end en hel-tone.

Hvis x er en halv-tone, er xX* = 9/8 og der af f&sx = VI8 = ca. 1,0607
Da 256:243 = ca. 1,0535, er der en forskel paca. 0,0072.

* Et andet problemer, at hvis man undersager om et bestemt antal kvinter ovenpa
hinanden kunne lede en frem til samme tone, som et helt antal oktaver ovenpa
hinanden, viser det sig at veae umuligt. Der vil nemlig opsta en ultra lille
forskel paca 1/73, ogsa kaldet det Pythagorad ske komma.

Problemet kan ses sdledes:

Kvinten bestér af 3 hel-toner og 1 halv-tone: (3¢ 1+ 1 » ¥5)x

Oktaven bestar af 5 hel-toner og 2 halv-toner : (5 1+ 2 ¢ 1)y

(Bel+1eYx ?=?(5¢ 1+ 2Y)y dler 7x =212y (?=? betyder maske =)

Men daforudsagningen for at denne lgsning er rigtig er, at to halv-toner er lig en
hel-tone, hvilket ikke er tilfaddet, mavi derfor bruge en metode, der bruger de
rigtige forhold.

(3/2) = (2/1) éller 3 =2V

3%? = 531441 og 2™ = 524288, forholdet bliver altsi 531441/524288 dller ca.
74/73, altsa 1/73 mere end det skulle vaae blevet.

Sédanne undersggelser ville fare os direkte over i, hvordan man kan lgse disse
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problemer og det er hvad det tempererede tonesystem prover.

Det temper er ede tonesystem.

Nu om dage bruger vi det, man kalder det tempererede tonesystem. Det er det
system, som bedst har klaret problemet med det Pythagoradske komma.

Her har man fordelt skaden ligeligt mellem de 12 toner i oktaven, pa felgende
méde:

Frekvensforholdet for en oktav 2:1 skal delesi 12 lige store frekvensforhold. Vi
ska altsa finde det tal der ganget med sig selv 12 gange giver 2:

X" =2 giver X = 2,/

Nu kan vi regne ud, hvordan bandende pa en guitar er placeret og preve at bygge
et et-strenget instrument, eller hvis rammerne ikke tillader dette, tegne en
"guitarhals’.

Formlen for placering af bandene:

Xo=L og X,=X,,* 1S; hvor S= 12\/ 2 og L = strengenslamngde.

Opgave: Regn de tolv toners placering ud, hvis strengelaangden er 65 cm!

Hvis man kun var interesseret i at finde f.eks. 7. band, er det temmelig besvaaligt,
at skulle regne dle de foregdende bands placering ud ferst. Nogle barn ville
ikke blive generet af det, men andre ville nok efterlyse en mere enkel frem-
gangsmade. Hvis man beder dem om at skrive den rekursive funktion op, vil de
méske opdage at 1/S bliver ganget med sig selv ligesd mange gange, som det
bandnummer man regner ud. Og sa kan man jo sparge, om der findes en anden
méde at skrive det pa Det vil nok lede over pa en snak om forskellen pa en
rekursiv og en eksponentiel funktion.

Nu kan eleverne lave et pindediagram med strengelaangden ud af y aksen og
halvtonetrinene ud af x aksen og til sidst tegne horisontale linier over pindenes
top. S& kan man se, hvorledes bandene sidder pa en guitar.
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Didaktiske og pesedagoqgiske overvejelser:

Her er der, som i afsnittet omkring Mozart, inddragelse af kulturhistoriske
perspektiver set i forhold til matematikken, dens udvikling og betydning for
samfundet.

Opgaverne er baseret pa problemlgsning. Der er brekregning, regning med
funktioner og grafisk fremstilling.

Dette afsnit om Pythagoras og tonesystemerne er af en noget hgj sveerhedsgrad, og
er hovedsagelig for de addre klassetrin. Det forudsagter nok ogsa en speciel
interesse fra elevernes side (og fra lagerens). Det ville egne sig godt som et
vagkstedsprojekt, hvor dette kunne vazre et blandt flere mulige emner.

Afduttende bemaa kninger:

At tage et emne somvores op i skolen, kreever bade mod og gode fysiske rammer.
Matematiklagreren skal veaeinteresseret i at arbejde med det tvaafaglige, ogma
desuden nok regne med at vaare igangsadteren, da matematik endnu ikke er helt
accepteret som det kreative fag, det jo egentlig er.

Vi tror pg, at fremtidens matematikundervisning vil bringe mange nye spandende
ideer pa banen. Arbejdet med denne opgave har i hvert fald givet os en
fornemmelse af de muligheder der ligger i at blande f.eks. matematik og musik,
og dette er kun toppen af isbjerget.

"Egentlig kan lageren ikke laare barnet noget. Lageren kan give barnet optimale
muligheder for at aendre all erede eksi sterende tankemenstre under hensyntagen
netop til det eksisterende. Lazreren kan hjadpe barnet med at tage skridtet mod
ny erkendelseved at introducere nye begreber og tamkemader, synsvinkler, som
barnet normalt ikke kan skabe paegen hand. Ikkeved at "lagefrasig”, men ved
at stimulere/provokere barnet til selv at konstruere sin forstaelse.”
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